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I Présentation des différents modes de transferts thermiques

I.1 Convection

La convection est un mode de transfert thermique impliquant un déplacement macroscopique de matiére, en
général des fluides liquides ou gazeux.

L'exemple le plus courant est le cas du chauffage par convection dont le principe est basé sur la différence
de densité de masses d'air portées a des températures différentes. Ainsi, les masses d'air les moins denses ont
tendance a s'élever au dessus des masses d'air les plus froides qui sont plus denses. Ce phénoméne porte le nom
de convection naturelle.

EXEMPLE : Convecteur électrique (faire schéma)

Par ailleurs, il est également possible d'imposer un mouvement a des masses de fluide afin d'accélérer d'éven-
tuels échanges thermiques par contact avec une paroi solide par exemple. On parle alors de convection forcée.
Le mouvement de fluide entraine ainsi, outre de la matiére, un certain débit d'énergie thermique (puissance).

EXEMPLE : Ventilation mécanique forcée (VMC) : un hélice force le déplacement de masse d'air chaud
(faire schéma)

1.2 Rayonnement

A la fin du XIXi¢me sigcle plusieurs physiciens comme Stephan, Wien et Boltzman se sont intéressé au transfert
d'énergie par rayonnement. Leurs multiples découvertes sont notamment a I'origine des théories quantiques sur
I'interaction matiére-rayonnement.

Ce mode de transfert d'énergie se fait entre deux zones sans contact matériel (par exemple le rayonnement
solaire nous parvient a travers le vide spatial)

EXEMPLES :

» Rayonnement solaire sur Terre.

» Rayonnement de la couche de CO; (effet de serre).

» Rayonnement braises dans un foyer de cheminée (on néglige absence de convection et conduction).
trés simplement :

8mhce 1

les corps chauds émettent un rayonnement électromagnétique de densité d'énergie :| u.,, = s

1.3 Diffusion ou conduction thermique dans les solides

L'énergie thermique peut également se transmettre v
dans la matiére par phénomeéne de diffusion. C'est Jean- I
Baptiste Fourier au début du XIX*®me qui fut a 'origine de \ —
cette découverte, il énonca en particulier une loi phénomé- e I S———
. . . . N , . , . — Y
nologique décrivant ce phénoméne. L'étude détaillée de ce
mode de transfert est précisément I'objet des paragraphes P |
S

 Jean-Laurent CRAYE o FIGURE XX.1 — Expérience d'Ingen Housz 3
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qui suivent.

L'expérience d'Ingen Ousz, décrite en 1879, montre que
la diffusion est un phénomeéne étroitement lié a la nature du
matériau.

Principe de I’expérience : Des tiges géométriquement identiques de matériaux thermiquement conducteurs
sont enduites de cire; I'une des extrémités des tiges est mise en contact avec un thermostat. On constate a tout
instant que la longueur de cire fondue n'est pas identique pour toutes les tiges, mais dépend du matériau constitutif.

Conclusion :

» Le transfert thermique se fait des zones chaudes vers les zone froides.
» la nature du matériau est déterminante dans la vitesse du transfert thermique.

IT Loi de Fourier

II.1 Flux thermique - flux thermique surfacique

Exactement comme |'analyse des transferts de charges qui permet de définir
le courant électrique comme un flux, on définit le flux thermique (ou courant |s
thermique) comme |'énergie thermique traversant une surface S par unité de
temps soit :

80, (chaleur)
ly=————-
dt

0Q

FI1GURE XX.2 — Flux thermique

a travers une surface
avec [Ig] =W

Par ailleurs, autour du point P de surface dS, le flux élémentaire dlg tra-
versant la surface élémentaire dS permet de définir le flux surfacique ¢(P) :

dlg = o(P) - dS

ce qui permet de définir la densité de flux thermique surfacique : dl, =p(P)-dS

_ dlg - -2
o(P) = oo | avee [p] = Wom

FIGURE XX.3 — Flux surfacique

NB : le flux thermique a travers une surface S peut donc s'écrire :

Io=[[¢(P)-as
S

4 o CPGE MPS3. ..
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REMARQUE - (II.1) - 1:

:continuité de o(P)
D\eflnlssons - un . sys- S UE (dr=dS dz)
téme élementaire d'épais- dz
seur infinitésimale dz ,—(TT—)
de surface dsS au- i 1 dS
tour d'une surface qui > | : ﬁ
peut étre non phy- e(0) 1 | 1 e0)
sique et donc simple- >
ment fictive, le tout Y z
dans un matériau ol
régne un transfert ther- FIGURE XX.4 — Continuité du flux thermique sur-
mique par conduc- facique
tion.

L'énergie interne de ce systéme s'écrit :

oU=p-u-dr=p-u-dS-dz

Le premier principe appliqué a ce systéme élémentaire d'énergie interne 6U donne :

d(oU) = 6Q*
soit :
d(6U)  6Q? _ _
OU) 09 11 = dIg(07) — dI(0%) = (o(07) — $(0%)) - dS
soitsidz — 0 alors 6 U =0 = d(6U)—0
p(07) = p(07)

CONCLUSION : le flux surfacique est continu.

II.2 Vecteur densité volumique de flux thermique

Par analogie avec le courant électrique caractérisé par le vecteur densité volumique de courant, on peut

définir un vecteur densité volumique de flux thermique J ( tel que :

o(P) = T o(P)

7 (P)

Ainsi,
» Le flux thermique élémentaire s'écrit :

Ta(P)-

dIq(P)

... Jean-Laurent GRAYFE o 5
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» Le flux thermique a travers la totalité de la surface :

Ig= fsj To(P)-7(P)ds| ou |Ig=—{fTo(P) 7 (P)ds

REMARQUE - (I1.2) - 2:

» La continuité de ¢ impose également la continuité de 7Q car 7 (P~) = W (PH).

» Lorsque la surface S est fermée, on doit compter positivement |'énergie thermique entrant dans
la surface, la normale étant orientée vers |'extérieur, la seconde expression de I (sur l'intégrale
fermée) comporte un signe -.

I1.3 Champ de température - équilibre thermodynamique local (ETL)

DEFINITION HABITUELLE DE LA TEMPERATURE ' :

T est une variable intensive de tout systéme thermodynamique ; comme toute variable intensive, elle est définie
uniguement en situation d’équilibre par :

d P
dU =TdS — PdV = dS = a + ?dV valable & 1’équilibre uniquement

T
donC'l— 95
T \ou),

= nécessité d'une homogénéité de T' dans le systéme T' # f(x,y, z) (équilibre thermique).

DEFINITION DE LA TEMPERATURE EN CONDUCTION THERMIQUE : ("entorse au réglement!!!")

inhomogeénéité de température d'un "locus" avec son voisin, mais homogénéité a I'échelle de ce méso-systéme
= on définit la température comme paramétre local de champ en appliquant I'hypothése de I'équilibre ther-
modynamique local ou ETL :

T =T(P,t)| = la température devient une grandeur locale T'(z, vy, z,t), c'est 'ETL!

Critére de validité ETL : si . est la dimension de longueur caractéristique du méso-systéme et L. la
dimension caractéristique de la conduction de la chaleur alors ETL vérifié pour le méso-systéme si :

NB : la longueur L. dépend des caractéristiques du systéme ( gradient de température et conductivité) et
doit étre évaluée en situation.

6 o CPGE MPS3. ..
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Systéme mésoscopique

o 4
/V
/

T(P.t)=f(t)

T#T(P.t)

F1GURE XX.5 — Equilibre thermodynamique local (ETL)

II.4 Loi de Fourier (phénoménologique)
a - Enoncé

RAPPEL : Loi d'Ohm locale

7 fyﬁ —’ygmd V)

= L'inhomogénéité de potentiel provoque I'apparition d'un courant des potentiels forts vers les potentiels
faibles.

IDEE : comme I'inhomogénéité de T est responsable du transfert thermique, on construit une loi analogue :

Jo(P,t) = =\ - grad T(P,t) (XX.1)

le coefficient \ étant la conductivité thermique du matériau.
NB: [\ =PL'K'=Wm LK

On donne ci-dessous et a titre d'exemple quelques valeurs de ce coefficient pour divers matériaux :

Matériau A (W= LK-T)
Argent 418
Acier 16
Verre 1,2
laine de verre 40.1073
air 24.1073

b - Propriétés essentielles

> 7Q est dirigé vers les zones de décroissance de la température locale.

.. Jean-Laurent GRAYE o 7
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> 7@ est normal aux surfaces isothermes.

Multiplions scalairement la loi de Fourier par I'élément de longueur vectoriel ﬁ d'un trajet curviligne
quelconque :

To-dl =X grad(T) - di = —AdT

Si di est un élement de trajet isotherme (d1" = 0), alors :
To-dl =

T

J, = —grad(T(P,1))

/V

/"

T=cste

» La loi de Fourier est valide uniquement dans I'hypothése d'un faible gradient de température ; typiquement
AT ~ 100 K maz sur 1m.

» La loi de Fourier est linéaire si I'on suppose A # f(7T)
» Dans un cas unidimensionnel (fréquent), la loi de Fourier prend la forme simple :

oT (z,t)
Jo(x, 1) =—\- - XX.2
III Les équations de la chaleur
III.1 Systéme thermique élémentaire - capacité thermique
On considére un systéme de faible dimension dit systéme
élémentaire "découpé" dans un milieu condensé homogéne
de caractéristiques connues. On définit les caractéristiques su O
suivantes du systéme : dr (dm)
» volume élémentaire : dr )
» masse élémentaire : dm
. dm
» masse volumique : p = —
> énergie interne elémentare - SU FIGURE XX.6 — Systéme thermique élémentaire

On définit la capacité thermique élémentaire du systéme
par :

8 o CPGE MPS3. ..
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d
dC = = (8U)

La capacité thermique volumique s'écrit par ailleurs :

L _dC_dC dm
vol = dr  dm dr
—— =~

=Cm =p
d'ou :

dC = cyop - AT = pCpy - dT

REMARQUE - (III.1) - 3:

Comme le milieu est condensé, on a :

Cm,P = Cm,V = Cm

I11.2 Ecriture du Premier Principe

a - Enoncé général

Si le systéme élémentaire de volume dr subit une transformation élémentaire de durée dt par échange de travail
et chaleur avec I'extérieur, le premier principe s'écrit pour l'intervalle de temps dt :

d(6U ) gr = 6°Q + 5*°W
avec (52W = 52Wpression + 62Waut7"e

Ramené a |'unité de temps, ce bilan de puissance élémentaire devient a volume constant qui constitue le cas
le plus fréquent dans notre étude :

d(6U)  6°Q  0*W v=cste dl
a_ at a7
—~
=dI

52 Wautre
+ Tt = dIQ + dpautre

En outre, d'apreés la définition de la capacité thermique dC' on peut écrire :

d(6U) = dC' - dT = pcy, - dr - dT soit d(fltU) = PCm * dTW

En égalisant les deux derniers résultats, on dégage I'expression générale du premier principe

d(sU)

T ('t
at pem - dt (1)

——— =dI d autre
5 Q + dPaut

(XX.3)

... Jean-Laurent GRAYFE
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b - Enoncé "détaillé" : avec sources et puits (apport énergétique volumique)

HYPOTHESE (CLASSIQUE POUR CE CHAPITRE) : systéme solide indéformable = les sources de travail ont
une origine autre que les efforts de pression.

. : 52w,
QUESTION : origine et expression de %ﬁe 777

On recense 2 causes classiques :

» Puissance volumique Joule cédée (source) par un courant électrique interne au systéme :

52Wau re J2
+dPautre = Tt = dPe = 761 Edr = 761(17'

d'ou la puissance volumique :

Py J?

e

dr — o= y

» Puissance volumique cédée (source) ou consommée (puits) par une réaction chimique ou nucléaire :

52w,
+d7)autre = d(;utrie = d’Pf,« =0p " dr
avec la puissance volumique :
ar 7
: , : : . 52w,
Finalement, dans I'un ou l'autre des deux cas, on retiendra simplement : %ﬂe =dP=o0-dr

avec o puissance volumique cédée au systéme.

Conséquence : le bilan d'énergie (1° principe pour les solides V' = cste) s'écrit :

d(su)
dt

OT (7, )

= pCm - dT =dlg+o-dr (XX.4)

I11.3 Bilans locaux d’énergie et établissement de I’équation de diffusion thermique a
1D

a - Géométrie cartésienne 1D

EQUATION LOCALE DE CONSERVATION DE L'ENERGIE :

Considérons le cas d'un systéme indéformable d'axe [Ox), de surface de base .S, siége d'un courant thermique de

densité Jg(z,t). On considére le probléme ne dépendant spatialement que de la variable 2, mais non nécessairement
stationnaire (mais a constante de temps élevée) :

systéme 1D < 7@ = 7Q($,t)

10 o CPGE MPS3. ..
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On néglige les flux thermiques latéraux.

Section S J o (x,1) Jo(x+dvt)
_______________________________ 5
o(x,t)

X X+dx

Ficure XX.7 — Diffusion thermique unidimensionnelle axiale

Soit le systéme thermique élémentaire de longueur dz et de base S (tranche élémentaire).

Les échanges thermiques se produisant sur les deux faces uniquement, évaluons les flux thermiques échangées
sur chaque face; on a :

» enz:

Io(e,t) = ([ Tola.t)-d8 = Tq(a.t) - &8 = Jo(a.1)- S
S(x)
» enx+dx:

Io(z+de,t)= [ Tole+dz,t)- a8 = Tl +dz,t) - @S = Jo(z + dz,t) - S
S(z+dx)

Le bilan algébrique de flux thermique donne ensuite :

dlg = Ig(z,t) — Ig(z + dx, t) = [Jg(z,t) — Jo(x + dx,t)] S

soit aprés DL1 :

Le premier principe s'écrit alors pour ce systéme (1D), en considérant une éventuelle source de puissance
volumique o :

OT(7, 1)
ot

. , . : oU
soit encore en posant I'énergie interne volumique du systéme u = e
T

ou(z,t) dJg oT(7,t) dr

ot oz TOTPem Ty

d(sU) 9/,

QdT—I—J-dT:pcm~ dr
x

dt 0

(XX.5)

EQUATION DE LA DIFFUSION :

On rappelle que :

.. Jean-Laurent GRAYE o 11



CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

En injectant dans ce dernier résultat I'équation de conservation de I'énergie, il vient :

T
p.cde.W:[_%

En oz —i—o} dr

qui donne aprés simplification :

. OT (x,t) 0Jg

. = — XX.6
prom gr (XX.6)
, . : i . . 0T (x,t) .
Enfin, en injectant la loi de Fourier réduite a une dimension Jg(z,t) = —)\T dans cette équation, on
x
dégage finalement I'équation de la chaleur a 1D :
OT (z,t) 0T (z,1)
ey, I 0T XX.7
prom 5 gz ° (XX.7)
soit encore :
T (x,t O*T (x,t : o
OT(z,t) =D (z,1) +Z Equation de diffusion de la chaleur 1D (XX.8)
ot 0z2 PCm
avec D = diffusivité thermique ou coefficient de diffusion thermique.
P Cm

NB: [D]|=L2T '=m?s7!

REMARQUE - (IIL.3) - 4:

On retrouve une équation de diffusion type "équation de Fourier" rencontrée dans |'étude de I'effet

OB(z,t *B(z,t 1 :
de peau 1D : 9B(z,t) = DM avec D = —— coefficient de diffusion de méme dimension.
ot Ox? oy
b - Géométrie cylindrique

EQUATION LOCALE DE CONSERVATION DE L'ENERGIE :

On considére cette fois un systéme cylindrique creux de rayons interne et externe R; et Ro, de hauteur
h >> Ry, Ry supposée assez importante pour négliger tout effet de bord.
Cette géométrie impose un probléme radial 1D :

géométrie cylindrique invariante par translation selon [0z) < 7@ = Jo(r,t) - e

On isole un systéme élémentaire compris entre les rayons r et 7 + dr (hauteur h) dans ce cylindre :

dr = 27rhdr

Reéalisons un bilan des flux thermiques sur les faces interne (r) et externe (r + dr) de ce systéme élémentaire :

12 o CPGE MPS3. ..
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» enr:

IQ(T’ t) = JI J—Q>(Ta t) : 6_7~>dS = 27rh - JQ(T‘, t)

» enr+dr:

To(r+dr,t) = ([ Jo(r +dr,t) - €dS = 2n(r + dr)h - J(r + dr 1)

Le bilan algébrique de flux thermique donne :

dlg = Ig(r,t) — Ig(r+dr,t) =2nh|r - Jo(r,t) — (r +dr) - Jo(r + dr,t)]

soit :

_8fQ o(r-Jg(rt))

Enfin, en multipliant haut et bas par r dans le second membre :

dr

2 .
drg = 2@ - 10 Jolr b)) oy,
dt r or T

soit finalement :

52Q _ _10 (r- JQ(T,t))

d
dt r or g

dly =

En écrivant le premier principe, et en considérant d'éventuelles sources de puissance thermique, il vient le bilan
de conservation d'énergie suivant :

d(oU) — 10(r-Jg(r,t))

a7 or dro-dr
soit :
ou(r,t) 10 (r- Jg(r,t))
— -2V &V XX.9
ot r or te ( )
EQUATION DE LA DIFFUSION :
— oT(r,t
La loi de Fourier s'écrivant Jg(r,t) = — )\grad(T)‘% = -\ ér, pour un probléme ne dépendant que
e r

de la variable radiale cylindrique, I'équation de la chaleur devient :

oTr(r,t) 10 o1 (r,t)
soit finalement :
oT'(r,t) 10 [ OT(rt) o
ot +D r or {7 o PCm (XX.10)

... Jean-Laurent GRAYFE o 13
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c - Géomeétrie sphérique

A TITRE D’INFORMATION : EN COORDONNEES SPHERIQUES

(XX.11)

PCm,

d - Cas général 3D

Reprenons |'expression du premier principe établi sur le systéme élémentaire de volume dr, partie d'un systéme
macroscopique de volume V, soit :
d(6U) T (7, t)

7dt = pPCm - 7875 dT = dIQ +o0- dT

FiGURE XX.8 — Diffusion thermique 3D
Intégrons I'équation ci-dessus sur le volume total V' du systéme; il vient :

ﬂ pem - dT_/dIQ+wU.dT__ﬁjQ.ﬁera.dT

(V)

En outre, le théoréme de Stokes permet de dégager |'égalité suivante :

I e = [ o () o]

d’ou I'on tire en identifiant Ies intégrants :

£ = —div <7Q> +o

ot

En injectant la loi de Fourier dans cette derniére équation, il vient :

PCm -

or
m = = AAT
pc ot +o

On en déduit finalement |'équation générale de la diffusion thermique a laquelle satisfait la température du
systéme :

oT
— = +DAT
ot = i PCm

(Equation de la diffusion généralisée a 3D (XX.12)

14 o CPGE MPS3. ..
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e - Propriétés de ’équation de diffusion thermique

» L'équation de diffusion est en dérivée d'ordre 2 par rapport a I'espace 2 g T(z,t) est solution, alors
T(—z,t) l’est aussi.

» L’équation de diffusion est en dérivée d'ordre 1 par rapport au temps, elle est non invariante par renversement
du temps = la diffusion thermique est un phénoméne irréversible :

oT(@,t) = DAT(z,t) + B _9T(@, =) = DAT (z,—t) + 7 # équation de la diffusion
ot PCm ot PCm

» L'équation de diffusion est linéaire = toute combinaison linéaire de solutions est solution.

f - Conditions initiales et aux limites en 1D - conditions aux limites classiques

L'équation de la diffusion thermique sans source s'écrit en version 1D cartésienne :

82

0

5 T(x,t)

» La dérivée temporelle est d'ordre 1,
—> nécessite une seule C.I. pour une résolution compléte
ex : T(x,0) (en 3D : T(7,1))

» La dérivée seconde est d'ordre 2,
— nécessite deux C.L. fixées pour une résolution compléte
ex: T(x =0,t) et T(z = L,t) (en 3D : T(7,1))

Parmi les C.L. les plus classiques, on trouve : :

o Systéme en contact avec un thermostat a I'abscisse # = L (probléme 1D) = Température de surface
fixée :

‘T(L) = Tihermo

© Surface parfaitement calorifugé a I'abscisse © = L = :

H
JQ . 'ﬁsmf =0

¢ Contact entre deux solides différents a I'abscisse x = L = continuité du flux thermique de part et
d’autre de l’interface :

IQ(L7) =1o(L") = o(L7,t)=p(L",1)

= Jo(L ) A = dg(Lt )

= Ty = JgLt )

... Jean-Laurent GRAYFE o 15



CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

g - Temps caractéristique de la diffusion : analyse dimensionnelle et nombre de Fourier

QUESTION : comment dégager un temps caractéristique 7. de la diffusion thermique en fonction des caracté-
ristiques intrinséques du systéme i.e. (A, dimension)?

¢ PAR ANALYSE DIMENSIONNELLE "CLASSIQUE".

L. : longueur caractéristique[L.] = L

Prenons comme caractéristiques intrinséques du systéme : T ) —_—
D : diffusivité du matériau[D] = L*T~

Meéthode : on veut former une grandeur homogéne a un temps avec L. et D. Posons :

7. = L% DP
soit :
[r.] =T = Lo+2P7=F = a+26=0 “=
B=-1 B=-1
Bilan :
L2
Te — 5

¢ PAR ANALYSE DE LA STRUCTURE DE L’EQUATION.
Supposons un systéme thermique unidimensionnel de variable d'espace x que |'on soumet, a partir du régime
stationnaire, & une brusque variation de température de valeur AT sur une longueur caractéristique typique
L. Appelons 7. le temps caractéristique de relaxation du systéme, i.e. le temps nécessaire pour retrouver le
régime permanent.

En traduisant en terme d'ordre de grandeur I'équation de la chaleur a partir de ces grandeurs élémentaires
typiques, il vient :

‘lT_D‘?LT . AT AT
ot~ dx2 T, (L¢)?

On peut alors dégager I'expression du temps caractéristique d'évolution, avec :

L?
e (XX.13)

Cette relation peut alors étre adaptée a la géométrie du probléme, permettant de dégager 7. dans des cas
simples, par exemple :
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CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

GEOMETRIE Type "Mur" | Sphérique | Cylindrique plate Cylindrique longue
DIMENSION(S) Epaisseur e | Rayon R | Rayon R, hauteur h | Rayon R, longueur L
DIMENSION CARACTERISTIQUE e R R (»h) L (»R)
o2 R2 R2 12
Te ~ D ~ D ~ D =~ D

| DEFINTTION - (I11.3) - 1:

On définit le nombre de Fourier :

Fity=1 =

F(t >> 7.) >> 1 : régime permanent établi
2|
c @

F(t << 71.) << 1 : régime transitoire

III.4 Création d’entropie par diffusion thermique

Reprenons ici le cas de la diffusion thermique 1D (sans source) sur un barreau de section A (nouvelle
désignation afin d'éviter toute confusion avec la fonction entropie S!!). L'identité thermodynamique (grandeurs
énergie interne et entropie volumiques u et s) s'écrit :

dU = TdS — PdV V:cst:e(;olide) du = Tds
soit localement : Ou _ 105
N 0 t 0J
qui devient avec I'équation locale de conservation de |'énergie ( ugi’ ) =— 69?) :
0s _ 0Jg ds 1 0Jg
o= o 5= T ©

Le second principe écrit pour le systéme compris entre les abscisses = et = + dx, et pour une transformation
élémentaire de durée dt est :

d(6S) = 0(05)¢ + 6(69)°
S—— S——
entropie échangée entropie crée
soit :
0s Jo(x,t) Jo(z + dz,t)
— Adzxdt = — =~ Adt sAdxdt
ot T (e h) T(z +da,0) T osA0r
avec o, taux volumique de création d'entropie.
... Jean-Laurent GRAYFE o 17



CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

donc :

os 0 (o).
ot oz \ T s

En injectant I'équation (e) dans cette derniére expression, on obtient :

1 8JQ _ 0 JQ
T or  ox <> o

L0 (dg\ 10k, 0 (1\_ _Jgor
08_83: T T or 9oz \T) " " T20x

Avec la loi de Fourier 1D, ce dernier résultat devient finalement :

2
S— <0T> >0 (XX.14)

soit :

NB : on dégage évidemment un taux de création d'entropie toujours positif ou nul. Dans le cas de la diffusion,
phénoméne irréversible par essence, la solution strictement positive seule est a retenir.

III.5 Reésolution de I’équation de la chaleur
a - Exemple (trés simple) de résolution analytique en régime permanent : barreau 1D

On envisage ici un conducteur thermique cylindrique dont les dimensions de la section S sont trés petites face
a la longueur. On appelle [Ox) son axe. On suppose le régime permanent et |'absence de terme de source ou puits,

soit : { Ot
=0
Dans ce cas I'équation de la diffusion s’écrit simplement :

d*T(x)
dx?

soit aprés une premiére intégration :

dT JQu
_— = A = — d
dx A

et aprés une seconde intégration :

T(x):Ax—f—B:—%xx—l—B

La variation de température est donc une fonction linéaire décroissante de la position.

Imaginons que les deux extrémités du cylindre en x = 0 et x = L soient maintenues a des températures
connues respectivement T et 15 avec T < 17, alors :

18 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

T(0)=T, =B
et
T(L)y=T,=AL+ B
soit :
Ty =Ty JQ.x
A= ——
L A
B=T
D’oun la fonction température :
T, —T
T(LL‘) = 2 7 1[13—|—T1

On constate, dans ce cas simple, une évolution affine de la température entre les deux frontiéres aux tempé-
ratures imposées.

b - Exemple (simple!) de résolution numeérique en régime non permanent : «choc ther-
mique» sur un barreau 1D

— diaporama Python.

IV  Résistance et conductance thermiques en RP/ARQS thermique

IV.1 Expressions

a - Systéme de géométrie cartésienne

x=0 ds x=L
Reprenons le systéme précédent 1D de géométrie cylin- O—@—)—@—)X
drique, d'axe [Ox), de longueur L, et de section S soumis T, (<Tp)

aux températures T} et To(< T1) & ses extrémités.
La loi de Fourier fournit I'expression du vecteur densité FIGURE XX.9 — Barreau soumis a une différence
de courant thermique : de température

—_— ar _ -1
J Q A-grad )\d:n e A 17 e

Par ailleurs, en introduisant le flux thermique a travers la section transverse du barreaux :

1@=£fﬁ-£:—A.TQZT1gdsz—A-T?;Tl xS

) L . . VeT
En rappelant I'analogie électro-thermique suivante :
I+ IQ

On peut alors définir, toujours par analogie avec I'électricité, les résistance et conductance thermiques, soient
respectivement :

AV T =T, L
Re ec — R — = XX.15

... Jean-Laurent GRAYFE o 19



CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

et
1 1 AS
Gelee = > Go = = —
elec AV Rth, I
b - Systéme de géométrie cylindrique

(XX.16)

On envisage un systéme de géométrie cylindrique sans effet de bord, de rayons interne R; et externe Ry, dont
les surfaces sont maintenues aux températures respectives T'(R1) et T'(R2) avec T'(R1) > T(Rz2). On suppose le
régime thermique permanent.

Il'y a conservation du flux thermique sur un cylindre de rayon r € [R1, R et de hauteur h quelconque, on a:

T
Ig = ff J—Q> . TWdS = 2nrhJg(r) = —27rrj)\27

soit en séparant les variables :

dr

I~ = —2whAdT

qui donne en intégrant entre Ry et Ry :

Ioln % — 9hA[T(Ry) — T(Ry)]
1

On isole ainsi |'expression de la résistance thermique :

In <R2>
T(Ry) - T(Ry) _ "\ R,
Ig 2mwhA\

Rg(eyl) =

On peut également dégager le profil de température en intégrant entre R; et r < Ro, soit :

Igln <1;> = —27hA[T(r) — T(Ry)]

En divisant par I'équation XX.17, on en tire |'expression du profil de température :

In —
T(r) = [T(Ra) ~ T(Ry)] —HL + T(Ry)
In —

Ry

(XX.17)

(XX.18)

REMARQUE - (IV.1) - 5:

contraire, il est facile d'intégrer I'équation de la chaleur.

Cette méthode d'intégration directe est a privilégier lorsque I'énoncé ne fournit pas |'expression de
I'opérateur Laplacien scalaire dans le systéme de coordonnées adapté au probléme. Dans le cas

20
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CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

c - Systéme de géométrie sphérique
On suppose un systéme sphérique de rayons intérieur R et extérieur Rs.
Si la température du systéme posséde une géométrie sphérique isotrope type T'(r) (toujours en régime perma-

nent), alors les zones de conservation du flux thermique sont maintenant des sphéres de rayon r € [Ry, Rp]. On
peut écrire :

dT
I = {I 7Q . cﬁ = 47TT2JQ(7”) = —47rr2)\$

qui donne par séparation des variables :

d
IQriQ" = —4rAdT

et par intégration :

soit finalement la résistance thermique :

Lo
Rl R27R27R1

Rip(sph) = ArA  4mAR1 Ry

(XX.19)

On tire également facilement I'expression du profil de température :

1 1
T(r) = 40T [T(Ry) — T(Ry)] +T(Ry)

IV.2 Lois d’association

On considére deux matériaux de conductivités différentes en contact sur une section commune et siége d'un
méme flux thermique ®. Réalisons encore une fois I'analogie avec le domaine électrique :

NB : la continuité de 7Q a l'interface entre les deux milieux impose la continuité de la température sinon
oT

ox

—00

par exemple pour un Pb 1D 7 =A — 0.
( Q

HYPOTHESE : contact parfait a l'interface entre les deux milieux.
¢ EN SERIE En formant la différence de température en entrée et sortie de I'association, il vient :

T —1T3 = (Tl - TQ) + (TQ - T3) = [RQI + RQz] X IQ

ainsi la résistance thermique équivalente s'écrit :

... Jean-Laurent GRAYFE o 21



CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

1 Vi Va1 Vi 1
—>— Relecl —@—>— Relec2 —.—)—

Tl T2 T3

FIGURE XX.10 — Assocation "en série" de résistances thermiques

T, — T
RQtot - l]Q ° = RQl + RQZ (XX20)

EXEMPLE : mur entouré de deux isolants

_ o Ll Lmur L2
RQtot - RQI + Rmu'r + RQQ - )\151 + )\murS + )\ZS

¢ EN PARALLELE : Si I'association est maintenant faite «en paralléle», c'est cette fois le flux thermique qui

se subdivise en autant de dérivation. Soit par exemple pour une dérivation en deux résistances :

T

Ro
é

FiGURE XX.11 — Assocation "en paralléle" de résistances thermiques

Cette fois, il convient de sommer les flux thermiques soit :
T —15 n T =15
Rq, Rq,
On en déduit la conductance thermique équivalente de cette association :

1, = 1g, +1g, = = (Tl - TQ) [GQI + GQQ]

Ig
G — ot — Gho +G XX.21
Qtot T, — T, Q1 Q2 ( )
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CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

IV.3 Analogie importante :

conductions thermique et électrique

GRANDEUR THERMIQUE

GRANDEUR ELECTRIQUE

Po=1Ig=[Js Jo(P)- 7(P)S | 1= [f;7(P) T(P)dS
T(P) V(P)
A gl
7o = —Agrad(T) T = —ygrad(v)
Rq(1D) = += Reec 7L5
I = it r=c%

V Conducto-convection

V.1 Flux convectif et coefficient conducto-convectif h

a_

L,

Loi de Newton

Lmur EZ

Isolant 1

Supposons une surface de matériau solide localement plane a
la température T}, en contact avec un écoulement fluide dont la
vitesse est paralléle 3 la surface. Compte tenu de la viscosité du
fluide, il existe une zone appelée «couche limite» d'épaisseur §;
dans laquelle la vitesse du fluide diminue pour finalement s'annu-
ler au contact de la surface du matériau (CL pour un fluide vis-

Brique Isolant 2

Couche
limite :
¢coulement
laminaire
T(z<0) T,

mﬂ

Ecoulement

turbulent
T
g
"z

JJ

3

... Jean-Laurent GRAYFE
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CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

queux).

QUESTION : A priori, échange entre la surface et le fluide. Com-

ment écrire les échanges thermiques entre le matériau solide et le
fluide ?

Hypothéses :

o Couche limite : §; zone d'écoulement laminaire (température
non homogeéne en absence de turbulence

Probleme "1D" + régime permanent = T'(2)

Profil de T'(z) linéaire dans ¢;

Echange par conduction dans ¢; (hypothése "forte" I'1)

S 00

Dans la couche limite de I'écoulement fluide de conductivité \f, c'est a dire pour 0 < z < d;, on peut utiliser
un modéle de conduction, en négligeant toute turbulence d'homogénéisation au voisinage de la surface :

dT rof.lin T (5 — T
dz 0+ (5[

ainsi, le flux thermique surfacique conducto-convectif s'écrit :

- T:(6;) — T,
9977(;1567f - JQ ’ e—z:> = —)\f[ f( lg p] =h [Tp — Tj(él)] (Loi de la convection de Newton)
l
(XX.22)
avec : \
h = 6—f coefficient de transfert convectif
!

NB: [h]=PL-2K '=Wm2K!

b - Résistance conducto-convective
Dans le cas d'un transfert conducto-convectif entre une paroi X )T j j
solide de surface S et un fluide de températures respectives 7T}, et T, _IQj T
Ty (T, > Ty), >
on peut écrire le flux thermique conducto-convectif : :
A4

I§ = ¢ xS =nT, —Tf)S FIGURE XX.13 — Flux thermique conducto-

et définir la résistance thermique de conducto-convection par : convectif

_Tp_T.f_ 1

R _
9 I, hS

(XX.23)

EXEMPLE : mur avec isolant et contact avec fluide de part et d’autre.
D’aprés la loi d'association des résistances série, on a immédiatement :
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Ly Linur L,

R

h; Isolant 1 Brique Isolant 2

hex

FIGURE XX.14 — Résistance totale d’un mur isolé avec conducto-convection

Rgue = o (Lyp by Lmur L2 ]
@or G\ T A Amur | A2 heg

V.2 Concurrence conducto-convection et conduction : le nombre de Biot

I DEFINITION - (V.2) - 2:
Nombre sans dimension qui compare la conducto-convection en surface d’'un matériau avec la conduc-
tion thermique au sein de celui-ci :
B |peond—conv|  pAT L. : longueur caractéristique de variation de T
— ~ avec
|¢peonduc| )\% AT : écart caractéristique de température

c

soit :
B hL.
A
INTERPRETATION :

Ecrivons la continuité du flux thermique sur l'interface lieu de conducto-convection :

CONY — cC — COTL — CcC aT
PI07) = ¢ (07) & JGM07) = JG(O0F) & M| | =h[T, =Ty
o
soit :
or|  _ hLc|T, - Ty _ ,|Tp — Tyl
a.%' 0— - )\ Lc B LC

. hL . : :
o Si B = —F << 1: régime essentiellement de conduction.

A

or

T,—T T, —T
o _ =Tl __ T Tl

L, L,

mauvaise efficacité d’échange en surface

0-
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CHAPITRE XX. TRANSFERTS THERMIQUES CONDUCTIFS ET CONDUCTO-CONVECTIFS

ainsi, le gradient de température dans le matériau est trés faible par rapport au gradient de surface — la
température est quasi-homogéne dans le matériau.

. hL _ . .
o SiB= )\c >> 1 : régime essentiellement de conducto-convection.

or

T,-T T, —-T

7 17 bonne efficacité d’échange en surface
(4 (&

-
le gradient de température dans le matériau est cette fois trés important vis a vis du gradient de surface, et
en particulier & proximité de la surface.

Exemple : systéme de refroidissement d'un processeur.

VI Applications

VI.1 Exemple 1 : température d’une cave (ondes thermiques)

Supposons un probléme unidimensionnel selon [Ox), dans lequel la température en = = 0 subit une variation
sinusoidale (modélisation grossiére des saisons par exemple) autour d'une valeur moyenne T, :

T(0,t) = 6,, X coswt + Ty,

T,, désignant une température moyenne.

Posons 0(z,t) = T'(x,t) — T),
Postulons que la solution est de la forme :

O(x,t) = 0(x) x cos(wt)
En formalisme complexe, |'équation de la diffusion devient :

0%0 w
PR

Exercice de cours: (VI.1) - n° 1 Résolution du régime harmonique

@ Montrer que la solution finale s'écrit pour T'(x,t) :
_z X
T(z,t) =0, X e § X cos (wt— 5) +Tn

avec 0 que l'on précisera en fonction de a et w, et dont on indiquera la dimension.
® Indiquer des analogies avec d’autres phénomeénes relatifs 4 d’autres branches de la physique.

® A quelle profondeur faut-il enterrer une cave pour limiter les fluctuations thermiques annuelles 7 On donne
pour le sol D = 0,28.1076 S.I..
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VI.2 Exemple 2 : expérience d’Ingenhousz (a faire en "live" !!!)

On étudie un fil cylindrique d'axe [Ox) de rayon r de longueur L, constitué d'un matériau de conductivité
thermique \. L'extrémité x = 0 est maintenue a la température T7 ; I'extérieur est a la température T,. La puissance
perdue par un élément de fil de surface o, de température T en contact avec |'air extérieur en mouvement est
donné par la loi de Newton :

P=hn(T-Te)o
On se placera en régime permanent.
@ Etablir I'équation différentielle vérifiée par T'(x).
@ Si on suppose L suffisamment long (condition a préciser), déterminer T'(z).

® On considére deux fils identiques, I'un en cuivre, |'autre en étain, recouverts de paraffine. La paraffine fond
a 60°C. On note qu'elle fond en 1 = 15,6 c¢m pour le fil de cuivre et en 25 = 6,4 cm pour le fil en étain.
Déterminer la conductivité thermique de I'étain sachant que celle du cuivre est Ao, = 390 Wem LK1 (le
coefficient de convection h est le méme pour les deux fils).

O Déterminer la puissance perdue par le fil vers |'air extérieur (on donnera deux méthodes de résolution).

® Que devient cette étude si L n'est pas suffisamment grand 7 (étude délicate!!'l)
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